Wahrscheinlichkeitsrechnung für Anfänger 

Teil II

Von Florian Modler

Dies ist nun der zweite Teil meiner Serie „Wahrscheinlichkeitsrechnung für Anfänger“.

Dieser Artikel wird etwas kürzer ausfallen als der erste, weil ich mich in diesem Artikel nur auf Bernoulli-Experimente und auf die Binomialverteilung beschränken möchte.

1 Wer war Bernoulli?

Jakob Bernoulli wurde am 27.12.1654 in Basel geboren und starb an 16.08.1705 ebenfalls in Basel.
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Bernoulli studierte Theologie und heimlich(!) Mathematik. Nach einer ausgedehnten Studienreise las er in Basel Experimentalphysik, seit 1687 Mathematik,

Seine „Ars conjectandi“ enthält die Grundlage der 

Wahrscheinlichkeitsrechnung, die Bernoullischen Zahlen 

und das Gesetz der großen Zahlen.

Sein Briefwechsel mit Leibniz enthält Gedanken der Fehlertheorie. 

Als einer der ersten begriff er den Leibnizchen Calculus und baute ihn aus. 

Weiterhin arbeitete er über Differentialgeometrie, über das 

isoperimetrische Problem und über Reihenlehre.

2 Bernoulli-Experimente

Im ersten Artikel meiner Serie „Wahrscheinlichkeitsrechnung für Anfänger“ hast du einige Zufallsexperimente kennen gelernt. Wie jede Sache in der Mathematik, haben auch einige dieser Zufallsexperimente Namen. Und zwar nennt man Zufallsexperimente mit genau zwei Ergebnissen (Zum Beispiel: Treffer und Niete) Bernoulli-Experimente.

Ich möchte euer vorhandenes Wissen aus dem ersten Artikel noch einmal etwas auffrischen und einige Beispiele für Bernoulli-Experimente anführen:

1. Münzwurf: Wappen=Treffer, Zahl=Niete

2. Ziehen aus einer Urne mit weißen und schwarzen Kugeln: Weiße Kugeln=Treffer, schwarze Kugeln=Niete.

3. Man steht in einer fremden Stadt ratlos an einer Straßenecke und fragt einen zufälligen Passanten nach dem weg: er weiß den Weg=Treffer, er weiß den weg nicht=Niete.

In einem Würfelspiel haben die beiden Elementarereignisse die Wahrscheinlichkeiten:
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Wird das Zufallsexperiment erneut durchgeführt, so ist bei jeder Durchführung die Trefferwahrscheinlichkeit 
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 und die Nietenwahrscheinlichkeit wiederum 
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. Man sagt, die Ergebnisse sind unabhängig voneinander. 
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Auch hier stellen wir wieder Definition aus wie in dem ersten Artikel:


Ein Zufallsexperiment mit genau zwei Ergebnissen (Treffer und Niete), das n-mal durchgeführt wird, wobei die einzelnen Versuchsdurchführungen unabhängig voneinander sind, heißt n-stufiges Bernoulli-Experiment.

3 Binomialverteilung

Wird nun ein Bernoulli-Experiment mehrfach, z.B. 12-mal, wiederholt und ändert sich die Wahrscheinlichkeit für „Erfolg“ und „Misserfolg“ nicht, so spricht man von einer Bernoulli-Kette. Bei einer Bernoulli-Kette interessiert man sich dafür, mit welcher Wahrscheinlichkeit z.B. 7-mal „Erfolg“ beobachtet werden kann.

Sind „Erfolg“ und „Misserfolg“ gleich wahrscheinlich (Münzwurf), so gibt es für 12 Würfe insgesamt 2​​12 mögliche Ergebnisse. Zum Beispiel bedeutet 7-mal Zahl: Unter den 12 Ergebnissen befindet sich genau 7-mal das Einzelergebnis „Zahl“. Dies ist auf so viele Arten möglich, wie man 7 Objekte aus 12 Objekten auswählen kann, also 
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-mal. Damit ist die Wahrscheinlichkeit für 7-mal Zahl 
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Sind aber bei einem Bernoulli-Experiment die beiden Einzelergebnisse nicht gleich wahrscheinlich, so hat er dazu passende Baum ebenfalls 
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 Wege, die „7-mal Erfolg“ führen. Stellen wir uns ein Glücksrad vor, bei dem 25% der Fläche „Erfolg“ und 75% der Fläche „Misserfolg“ annehmen, vor:

Jeder dieser Wege hat dabei die Wahrscheinlichkeit 
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. Die Wahrscheinlichkeit für „7-mal Erfolg“ beträgt damit insgesamt 
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Es sei X eine Zufallsgröße, die jedem Ergebnis eines n-stufigen Bernoulli-Experiments die zugehörige Trefferzahl k zuordnet. Wenn p die Wahrscheinlichkeit für einen Treffer in jeder Stufe des Bernoulli-Experiments ist, dann gilt für die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse X=k.
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer solchen Zufallsgröße heißt Binomialverteilung.

Der Term 
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 heißt Binomialkoeffizient.
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Nun ein paar Beispiele, um euch diese etwas komplizierte Formel etwas näher zu bringen:

Beispiel 1:

Ein Spielwürfel wird 5-mal geworfen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Sechs genau 2-mal auftritt?

Lösung:

Es handelt sich um ein Bernoulli-Experiment mit den Ergebnissen „Sechs“ und „keine Sechs“. Die Wahrscheinlichkeit für „Sechs“ beträgt 
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. Das Experiment wird 5-mal durchgeführt, die „Sechs“ soll genau zweimal auftreten (k=2).
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Beispiel 2:

Ein Sportschütze trifft mit einer Wahrscheinlichkeit von 
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 ins „Schwarze“. Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft er bei 5 Schüssen mindestens 3-mal?

Lösung:

Es handelt sich um eine Bernoulli-Kette der Länge 5. „Mindestens 3 Treffer“ bedeutet:

„3, 4 oder 5 Treffer“.

3 Treffer: 
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4 Treffer: 
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5 Treffer: 
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Mindestens 3 Treffer: P=0,3456+0,2592+0,07776=0,68256=0,683=68,3%

Anwendungsgebiet:

Ein schönes Beispiel für eine Binomialverteilung mit p=0,5 liefert das Galton-Brett.

Auf einem Brett sind Stifte in regelmäßigen Reihen angebracht. Eine Kugel, die dieses Brett herunterrollt, trifft in jeder Reihe auf einen Stift, wird mit gleicher Wahrscheinlichkeit nach links oder nach rechts angelenkt und gelangt unten in einen der Auffangbehälter. Der Lauf der Kugel über das Brett ist, wenn das Brett n reihen abgelenkter Stifte enthält, ein n-stufiges Bernoulli-Experiment. Wird dieses Experiment mit vielen Kugeln durchgeführt, so sammeln sich die Kugeln in n+1 Auffangbehältern und stellen die Häufigkeiten in der Art eines Staffelbildes anschaulich dar. Im Idealfall entspricht dieses Bild der Binomialverteilung für das jeweilige n und p=0,5.
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Weitere Anwendungen:

Bei den Umfragen von Meinungsforschungsinstituten geht es darum, die Verhältnisse in einer Grundgesamtheit aus den Antworten einer Stichprobe zu erschließen. Um dieses Schließen von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit mathematisch abzusichern, schaffen wir uns ein mathematisches Modell für Umfragen.

Unter bestimmten Vorraussetzungen kann man hierfür ein Bernoulli-Experiment benutzen:

Wir interessieren uns zunächst nur für eine Frage aus der Umfrage. Eine bestimmte Meinung zu dieser Frage, ein Kreuz an einer bestimmten Stelle, bezeichnen wir als „Treffer“, alle anderen Antworten als „Niete“. In der Grundgesamtheit befindet sich ein gewisser Anteil p von Personen, deren Meinung einen Treffer darstellt.

Wird aus der Grundgesamtheit eine Stichprobe vom Umfang n gezogen, so gibt es in dieser Stichprobe k Treffer. Der Anteil der Treffer in der Stichprobe ist 
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Offensichtlich kann sich p’ von p mehr oder weniger stark unterscheiden. Das mathematische Modell soll Auskunft darüber geben, unter welchen Vorraussetzungen und mit welcher Wahrscheinlichkeit man von p’ auf p schließen kann.
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Das Befragen einer zufällig ausgewählten Person aus der Grundgesamtheit ist ein 1stufiges Bernoulli-Experiment. Das Befragen von n zufällig ausgewählten Personen aus der Grundgesamtheit ist ein n-stufiges Bernoulli-Experiment, wenn die Antworten der Befragten nicht davon abhängen, was die vorher Befragten geantwortet haben. Da man bei einer Meinungsumfrage i.a. vermeidet, dass eine Person mehrfach befragt wird, ändert sich die Trefferwahrscheinlichkeit ebenso wie beim „Ziehen ohne Zurücklegen“ aus einer Urne. Jedoch unterscheidet sich das „Ziehen ohne Zurückliegen“ kaum vom „Ziehen mit Zurücklegen“, wenn die Grundgesamtheit groß ist gegenüber der Stichprobe.

Unter diesen Vorraussetzungen kann man also Meinungsumfrage als Bernoulli-Experiment betrachten.

Wir wollen nun eine Umfrage betrachten, die die Vorraussetzungen für ein Bernoulli-Experiment (näherungsweise) erfüllt. Dann ist die Verteilung der Wahrscheinlichkeiten für die Trefferanzahlen in einer Stichprobe eine Binomialverteilung. Der Anteil der Treffer in der Stichprobe ist 
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Natürlich kann sich p’ von p unterscheiden. Aber je „besser“ die Stichprobe ist, desto weniger wahrscheinlich sind große Unterschiede zwischen p’ und p. In der Praxis kennt man den Wert von p nicht. Mann kann also auch nicht feststellen, ob eine Stichprobe den korrekten Wert liefert. Man kann jedoch Aussagen über die Wahrscheinlichkeiten machen, mit denen Abweichungen vom Erwartungswert auftreten. 
Dies könnte man jetzt an einigen Binomialverteilungen untersuchen. Und dies geschieht im letzen und dritten Artikel. Außerdem wird es im dritten Artikel um die Einführung in die Statistik gehen.
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4 Zusammenfassung Teil II

1. Ein Zufallsexperiment mit genau zwei Ergebnissen (Treffer und Niete), das n-mal durchgeführt wird, wobei die einzelnen Versuchsdurchführungen unabhängig voneinander sind, heißt n-stufiges Bernoulli-Experiment.

2. Es sei X eine Zufallsgröße, die jedem Ergebnis eines n-stufigen Bernoulli-Experiments die zugehörige Trefferzahl k zuordnet. Wenn p die Wahrscheinlichkeit für einen Treffer in jeder Stufe des Bernoulli-Experiments ist, dann gilt für die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse X=k.
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer solchen Zufallsgröße heißt Binomialverteilung.

Der Term 
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 heißt Binomialkoeffizient.

5 Literatur
Alle Bilder sind frei aus dem Internet zusammengestellt. Sollte ich irgendein Copyright verletzt habe, bitte ich Sie mir dieses mitzuteilen und das Bild wird selbstverständlich sofort entfernt.

Ansonsten habe ich mich sehr nah an mein altes Schulbuch gehalten:

„Mathematik 10 – Hahn/Dzewas – Verlag: westermann

Florian Modler
© by Florian Modler Alle Rechte vorbehalten. All rights reserved.

PAGE  
6

_1181815465.unknown

_1184585206.unknown

_1184585366.unknown

_1184585574.unknown

_1184586064.unknown

_1185100308.unknown

_1184585817.unknown

_1184585573.unknown

_1184585572.unknown

_1184585343.unknown

_1181815665.unknown

_1181815706.unknown

_1181815500.unknown

_1181815005.unknown

_1181815030.unknown

_1181735061.unknown

_1181814960.unknown

_1181734955.unknown

