Aufgaben zur e-Funktion_Beweis

1) Beweise, dass die Funktion fk mit 
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 genau dann eine Wendestelle hat, wenn k<0 und 
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 ist. Berechne dann den Wendepunkt des Graphen.

Lösung:

Zuerst bestimme ich die ersten drei Ableitungen der Funktion, da ich diese für die notwendige und hinreichende Bedingung für Wendestellen benötige.
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Die notwendige Bedingung für das Vorhandensein einer Wendestelle ist 
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Diese Gleichung nach x aufzulösen ist ohne weiteres Wissen über die Funktion nicht so einfach. Aus diesem Grund verschaffe ich mir zuerst einen Überblick der Wendestellen für k=0 und k=-1, da in der Aufgabe nach Wendestellen gefragt ist, wenn k<0 und 
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 ist.

Zunächst teste ich es für k=0
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Somit liegt für k=0 eine mögliche Wendestelle vor.

Hinreichende Bedingung für das Vorhandensein einer Wendestelle 
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Damit ist die hinreichende Bedingung nicht erfüllt und für k=0 liegt keine Wendestelle vor.

Als nächstes Teste ich die Funktion auf Wendestellen für k=-1.

Die notwendige Bedingung für das Vorhandensein einer Wendestelle ist 
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Notwendige Bedingung ist, dass die 2. Ableitung 0 ist, also:
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Dies ist aber nicht möglich, da nach der Definition gilt 
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und somit 
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Damit hat fk(x) für k=0 und k=-1 keine Wendestellen, da für k=0 die hinreichende Bedingung und für k=-1 die notwendige Bedingung nicht erfüllt ist.

Nun fehlt uns noch der Bereich für k>0 und für k<0.

Testen wir es zunächst für k>0:

Die notwendige Bedingung für das Vorhandensein einer Wendestelle ist 
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Dies ist eine falsche Aussage, denn k² und 
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 können nur positiv werden, da zum einen eine negative Zahl potenziert mit einem geraden Exponent positiv ist und 
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 gilt. Weiterhin wird der 2. Summand ebenfalls nur positiv. Und zwar aus folgendem Grund. k ist für positive Werde immer positiv, (k+1)² wird ebenfalls nur positiv und 
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 ebenfalls nur positiv, da nach Definition gilt: 
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Nun bleibt uns eine letzte Untersuchung und zwar für den Bereich k<0.

Prüfen der notwendigen Bedingung 
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 für k<0 und 
[image: image22.wmf]1

k

¹

:


[image: image23.wmf](1)

(1)

0²(1)²|:

0(1)²

0(1)²

0(1)²

0((1)²)|:

0(1)²|

(1)²|:(1)²

|ln

(1)²

ln()

(1)²

kxkx

kxkx

kxkxx

kxkxx

kxxkx

x

x

x

kekkek

keke

keke

kekee

ekkee

kkek

kkek

k

e

k

k

x

k

+

+

+

=++

=++

=++

=++·

=++·

=++·-

-=+·+

-

=

+

-

=

+


Durch k und 
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 darf ich teilen, da ich diese vorher als >0 definiert habe.
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Untersuchung der hinreichenden Bedingung 
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Für 0>k>-1 stellen wir fest, dass 
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 insgesamt negativ wird, da k³ negativ und 
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 positiv wird. Weiterhin wird 
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 ebenfalls negativ. Und wenn man etwas Negatives und etwas Negatives addiert, dann kann man niemals 0 erhalten. Aus diesem Grund ist die hinreichende Bedingung für 0>k>-1 erfüllt.

Bleibt uns nun noch die Untersuchung für k<-1:

Machen wir es wie oben durch Einsetzen von Zahlen mit k<-1.
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wird wieder negativ, da k³ negativ und 
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 positiv wird.

Aber 
[image: image33.wmf](1)

(1)³

kx

kke

+

+

 wird positiv. Und hier besteht die Möglichkeit, dass die dritte Ableitung gleich 0 sein könnte. Aus diesem Grund setzen wir nun die Wendestelle in die dritte Ableitung ein, um die hinreichende Bedingung zu überprüfen.
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Daraus folgt, dass man addiert zu etwas Negativem etwas Positives addiert. Daraus folgt wieder, dass dort unter Umständen 0 herauskommen können und somit ist die hinreichende Bedingung nicht erfüllt.
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Anwendung der Logarithmusgesetze, unter anderem 
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Setzen wir dies nun gleich 0, um zu überprüfen, dass die hinreichende Bedingung erfüllt oder nicht erfüllt wird. Erhalten wir hier nun eine falsche Aussage, haben wir bestätigt, dass die hinreichende Bedingung erfüllt ist.
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 wird immer negativ für Zahlen mit k>-1. 
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 wird immer positiv. Damit entsteht eine falsche Aussage und die hinreichende Bedingung ist erfüllt.

Um die Aufgabenstellung abzuschließen, berechnen wir nun noch den Wendepunkt, indem wir die Wendestelle in die Funktion f einsetzen.

Hier erhalten wir:


[image: image41.wmf](1)

(1)

ln()ln()

(1)

(1)²(1)²

(1)

();ln()

(1)²

(ln())()()

(1)²(1)²(1)²

(ln();()())

(1)²(1)²(1)²

kk

kxkx

k

kk

kk

kk

kk

k

fxekex

k

kkk

fekek

kkk

kkk

Wk

kkk

+

+

--

+

++

+

-

=+=

+

---

=+=+·

+++

---

+·

+++


q.e.d

Florian Modler
_1193654030.unknown

_1193654332.unknown

_1193739667.unknown

_1193739952.unknown

_1193740231.unknown

_1193740352.unknown

_1193740369.unknown

_1193740560.unknown

_1193740336.unknown

_1193740121.unknown

_1193740179.unknown

_1193739966.unknown

_1193739908.unknown

_1193739934.unknown

_1193739887.unknown

_1193654566.unknown

_1193655417.unknown

_1193655481.unknown

_1193654633.unknown

_1193654397.unknown

_1193654176.unknown

_1193654278.unknown

_1193654299.unknown

_1193654188.unknown

_1193654127.unknown

_1193654154.unknown

_1193654048.unknown

_1193653773.unknown

_1193653916.unknown

_1193653727.unknown

_1193653754.unknown

_1193653589.unknown

_1193653611.unknown

