Parameterdarstellungen von Ebenen und Lagebeziehungen zwischen Geraden

Von Florian Modler

Allgemeine Form einer Ebene

Analog zur Parameterdarstellung von Geraden können wir auch eine Parameterdarstellung von Ebenen in seine „Normalform“ überführen. Diese Form nennt man hier allgemeine Form.

Von der Parameterdarstellung zur allgemeinen Form:

Gegeben sei die Parameterdarstellung 
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Diese wollen wir nun in die allgemeine Form überführen. Wir gehen analog zur Parameterdarstellung von Geraden vor.

Zuerst ersetzen wir 
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 und erhalten:
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Dies ist eine andere Schreibweise für ein Gleichungssystem mit 5 Variablen. Ziel ist es wieder die Variablen r und t zu eliminieren, sodass wir am Ende nur noch eine Gleichung mit den drei Variablen x, y und z stehen haben.
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Wir multiplizieren die Gleichungen also geschickt und wenden das Additionsverfahren an. Zuerst multiplizieren wir I. mit 2, II. mit 2 und III. mit –1. Schließlich addieren wir I. und II und anschließend I. und III.
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Die allgemeine Form ist also 
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Von der allgemeinen Form zur Parameterdarstellung:

1. Möglichkeit:

Wir wählen drei Punkte, die die Gleichung 
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 erfüllen.

Diese Punkte dürfen aber nicht kollinear sein! Am besten findet man hier die Durchstoßpunkte bzw. die Schnittpunkte mit den einzelnen Koordinatenachsen.

Wir setzen also für die z-Achse x=y=0 und erhalten z=8.

Analog erhalten wir für y=z=0 für x den Wert 4 und für x=z=0 für den y-Wert y=2.

Wir erhalten damit folgende drei Punkte:

P1(0/0/8), P2(4/0/0) und P3(0/2/0)

Hier raus können wir die Parameterdarstellung von Ebenen bestimmen.
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2. Möglichkeit:


Wir setzen zum Beispiel x=v und y=w, damit erhalten wir z: z=8-2v-4w

Wir fassen diese drei Gleichungen

x=    v

y=        w

z=8-2v-4w zu einer Vektorgleichung zusammen und erhalten damit :
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Wir sehen, dass wir jetzt eine andere Parameterdarstellung erhalten. Das ist aber nicht verwunderlich, denn:

Wenn eine Parameterdarstellung einer Ebene gegeben ist, kann man zu dieser nur eine Ebene zeichnen.

Ist aber eine Ebene gegeben, so kann man unendlich viele Parameterdarstellung dieser Ebene berechnen, denn man kann beliebige Punkt wählen oder anders ausgedrückt man kann beliebige Stützvektoren und Spannvektoren nehmen.

Haben wir in unserem Beispiel nun zwei verschiedene Parameterdarstellungen oder sind diese Geraden identisch?

Wir müssen dafür nur überprüfen, ob die Spannvektoren ein Vielfaches der anderen sind, ob sie also zeichnerisch gesehen parallel liegen. Ist dies der Fall wissen wir, dass die Ebenen parallel liegen. Nun brauchen wir nur noch zu überprüfen, ob der eine Stützvektor in der anderen Ebene liegt. Dies überprüft man, indem man ein Gleichungssystem aufstellt. Sind die beiden Parameter genau bestimmt stimmen die beiden Ebenen überein.

Zeichnerische Darstellung einer Ebene:


Um die durch die Gleichung 
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 gegebene Ebene darstellen zu können, ermitteln wir ihre Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.

Für die x-Achse gilt: y=z=0
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Für die y-Achse gilt: x=z=0
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Für die z-Achse gilt: y=x=0
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Wir erhalten damit die Punkte P1(4/0/0), P2(0/2/0) und P3(0/0/8)

[image: image15.jpg]



Abb. 1 Zeichnerische Darstellung einer Ebene

Übungen zur Parameterdarstellung von Ebenen

Buch Seite 81 Nr. 9 b, Seite 82 Nr. 10 c, Nr. 11 b, Nr. 15 d

9. Ermittle für die gegebene Ebene eine parameterfreie Gleichung, also eine Ebenengleichung in allgemeiner Form.
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10. Ermittle eine Parameterdarstellung für die betreffende Ebene.
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11. Ermittle die Durchstoßpunkte der drei Koordinatenachsen mit der Ebene und den Punkt P in der Ebene.
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15. Stelle die durch die folgenden Bedingungen gegebenen Punktmengen zeichnerisch dar.
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Lösungen:

9.
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10.
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Alternativ hätten wir uns auch wieder drei nicht kollineare Punkte wählen können. Als Beispiel die Durchstoßpunkte, also die Schnittpunkte mit den einzelnen Achsen.

Dazu wären wir analog wie oben vorgegangen.

11.
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Berechnung der fehlenden x-Koordinate des Punktes P:
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Berechnung der Durchstoßpunkte, also die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:
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15.
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Lagebeziehungen zwischen Geraden und Ebenen

Lagebeziehungen zwischen Geraden:

Geraden können auf verschiedene Art und Weise gelagert sein.

Geraden können parallel sein, sie können sich schneiden, sie könnten identisch sein und sie können windschief zu einander liegen.

Die Vorraussetzung für zwei parallele Gerade ist, dass sie in der gleichen Ebene liegen.

Die Vorraussetzung für zwei windschiefe Geraden liegt darin, dass sie eben nicht in der selber Ebene liegen.


Definition:

1) Zwei Geraden, die sich nicht schneiden heißen

           parallel      |        windschief

genau dann, wenn es

            eine           |        keine

Ebene gibt, in der beiden Geraden liegen.

2) Jede Gerade ist auch zu sich selbst parallel.

In diesem Abschnitt wollen wir nun systematisch prüfen, wie Geraden zu einander liegen.

Wir fangen mit einem Beispiel an.

Die Aufgabenstellung lautet: Untersuche, wie die beiden Geraden zu einander liegen.
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Wir untersuchen diese beiden Geraden zuerst auf Parallelität:

Wenn diese beiden Geraden parallel zu einander verlaufen, dann müssten die beiden Richtungsvektoren entweder identisch sein oder ein Vielfaches des anderen. Überprüfen wir dies. Es gilt:
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Hier raus können wir schließen, dass die beiden Geraden parallel sind, da sie die gleiche Richtung haben.

Die Geraden können also nicht mehr windschief sein und sie können sich nicht mehr schneiden.

Es gibt nur noch die Möglichkeit der Identität.

Dies überprüfen wir mit Hilfe des Stützvektors von g1. Liegt der Punkt zu diesem Ortsvektor auf der Geraden, so sind die beiden Geraden identisch. Liegt dieser Punkt nicht auf der Geraden, sind sie „nur“ parallel.

Wir überprüfen dies, indem wir 
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[image: image29.wmf]0

2

4

æö

ç÷

-

ç÷

ç÷

èø

 ersetzen:
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Wir sehen, dass der Parameter r nicht eindeutig bestimmt ist und die Geraden somit nicht identisch, sondern nur parallel sind.

Fassen wir unsere Vorüberlegungen noch einmal zusammen:

Wir überprüfen bei gegebenen zwei Geraden erst einmal, ob die Geraden zu einander parallel sind. Dies können wir durch Vergleichen der Richtungsvektoren tun. Das heißt wenn die beiden Richtungsvektoren identisch sind, oder der eine ein Vielfaches des anderen ist, so sind die beiden Geraden parallel. 

Jetzt ist der Fall der Windschief und des Schnittes ausgeschlossen.

Wir brauchen nur noch zu prüfen, ob die Geraden identisch sind. Dies prüfen wir wie folgt:

Wir schauen, ob der eine Stützvektor auf der anderen Geraden liegt, also indem wir diesen in die andere Parameterdarstellung für 
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 ersetzen.

Ist der Parameter eindeutig bestimmt, so sind die Geraden identisch. Ist der Parameter nicht eindeutig bestimmt, so sind die Geraden „nur“ parallel.

Wir können dies in einem Schaubild festhalten:

Richtungsvektoren parallel?

           

     Ja


g1 || g2



Liegt der Stützvektor auf der anderen Geraden?


                                         Ja                                                                   Nein

             

                   g1=g2                                                                                         
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Wir sprechen kurz den Fall an, dass die Richtungsvektoren nicht parallel sind.

Dann kommt der Fall der Windschiefe oder des Schnittes in Betracht.

Man geht wie folgt vor:


Richtungsvektoren parallel?

           

     Nein


g1 und g2
nicht parallel



Sind Richtungsvektoren und 
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 komplanar?


                                         Ja                                                                   Nein

             

                   Schnitt                                                                                     Windschief

Übungen zu „Lagebeziehungen zwischen Geraden

Buch Seite 89 Nr. 3 b, c, Seite 90 Nr. 4, Nr. 6 a, b

3. Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden g1 und g2.
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4. Untersuche, ob eine Seite des Dreiecks ABC auf der Geraden g1 liegt oder parallel zu ihr ist.

A(3;3;6); B(5;0;2); C(1;4;6); 
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6. Gegeben sind die Punkt A(2;3;5); B(0;5;10); C(3;4;6); D(5;0;2)

a) Zeige mit Hilfe der Vektoren zu 
[image: image36.wmf],,
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, dass das Dreieck ABCD nicht in einer Ebene liegt.

b) Zeige dies auch mit Hilfe der Geraden g1(A, C) und g2(B, D).

Lösungen:

3.
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4.

a) A(3;3;6); B(5;0;2); C(1;4;6); 
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Richtungsvektoren sind nicht ein Vielfaches des anderen, somit liegen die Geraden nicht parallel und damit das Viereck ABCD nicht in einer Ebene.
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